O zbieżności pewnych ciągów liczbowych. 


I. Weźmy równanie: 


a? 


[2] =a 
w którym a jest powtórzone w ten sposób dowolną liczbę razy, np. n 
razy, Oznaczmy je symbolicznie: 
[2] oes ae 
Dowiedźmy, iż wszystkie równania tego typu mają 
te same itylko te same pierwiastki rzeczywiste (i do- 
datnie) przy założeniu: 
l a>€"*, 
co równanie: 
[1] EER 
Trzeba tedy dowieść, iż pierwiastki każdego z tych równań [2] czynią 
zadość równaniu [1] — bo rzeczą jest oczywistą, że pierwiastek równa- 
nia [1] musi czynić zadość każdemu równaniu ogólniejszemu. 
æ= a" daje: 


v . 
a” =au"=x itd. 


1) a>l 
Przypuśćmy, że jakaś wartość z, czyniąca zadość równ. [2], nie 
czyni zadość [1], że np.: 
a > gą (podobne rozumowanie byłoby 
zastosowane do a* < 1%). 
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W takim razie, ponieważ a> 1, a w tym wypadku powiększenie 
wykładnika pociąga za sobą powiększenie potęgi, przeto: 


Ka lea 
i tym bardziej: a, = 1 Ład 
ogólnie: gaei > glr—10> ,,>% 


A więc z, nie jest pierwiastkiem równania x =a(”*, co nie zgadza się 
z naszym założeniem. Należy tedy stwierdzić, iż x, jest pierwiastkiem 
równania [1]. c. b. d. d. 


2) a=1. Ten wypadek nie wymaga żadnych szczególnych roz- 
trząsań. 


3) a<1. Ten wypadek wymaga wyliczeń bardziej złożonych. 
Dowiedźmy z początku: 
A. Równanie 

x =a” 


posiada przy 1>a>e"* jeden pierwiastek, przy a<e* 
3 pierwiastki odmienne. 
Poszukajmy tedy zer funkcji: 
y=q—a*; 


pochodna względem 2: 


y = 1 — a" alog?a 


y" =— logza(a” a'log"a.a:+-a* aloga) =— loga a.” a'(a'loga+- 1), 
Weźmy pochodną funkcji: 
z =a*loga+-1. 
2! =a*log?a 
as > 0 log’a > 0 


a więc 2! > 0; ż stale wzrasta od loga+-1 do aloga--1, przechodząc przez 
0 lub nie, zależnie od wartości a.') 


1) Gdy aLE* 


loga+1 £1—e<0 
1 ++ aloga > 0 
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Stąd wnosimy, iż y", które się różni od z tylko czynnikiem 


— logła de> 0, 


nie przechodzi przez 0 ani razu lub tylko raz jeden. Odpowiednia 
wartość x (t. j. ta, przy której y'=0) będzie dana przez równanie: 


1 
a: =——— 
loga 
stąd: 
e loga.a _ AE i 
e 
Rozpatrzmy teraz y' 
przy g==0 


y' (0) = 1 —alog?a; 
przy c=l 
y(1)=1—a'alogta . 


Szukając minimum lub maximum funkcji y'(0), rozpatrywanej jako 
funkcja zmiennej a, znajdujemy wartość dodatnią,?) a ponieważ 


(można to sprawdzić, biorąc pochodną względem a-—-+- loga=1-Hloga, co jest 


<0 przy aS e~; więc 1 -|-ałoga rośnie, gdy a maleje, a przy a = e~ 
1-Halga=1 = jest > 0, 


tymbardziej tedy jest > 0 przy a < e~’). 
Stąd przy a<e z przechodzi przez 0. Jest to zupełnie zgodne z ra- 
chunkami, podanemi w dalszym ciągu. Gdy z nie przechodzi przez 0 (ioga>—1, 


a>), wtedy y” pozostaje wciąż >0, y' wciąż wzrasta pomiędzy dwiema 


granicami, większemi od 0, a więc pozostaje >0, przeto równanie y=0 
czyli g=a* ma tylko jeden pierwiastek. Dowodzimy tego samego w dal- 


szym ciągu niefylko dla a>, lecz dla a>e. 


2) Pochodna: 
1—alog?a względem a równa się: 


— (log?a + 2loga — 
Równanie: 


log?a -+ 2loga = 0 
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wartości graniczne przy a dążącym do 0i a=1 są również >0,.prze- 
to y'(0) przy wszelkim a, takim iż 


NS E< | 
jest dodatnie. Tym bardziej: 
y(1)>0. 
Zbadajmy teraz wartość y' przy tej wartości x, która daje: 
1 
L= l EAREN 
ra A loga > 
(a* =e) 
1 1 loga 
U pa hi E EE (2 2y— 
Y (max lub min) = 1 e ( loga )log aci e 
Nierówność: 
ES = >0 daje: 
loga > — e 
a>67* 


Przeto, gdy a> e~, wartość maksymalna czy minimalna y' jest 
> 0, a że dwie wartości graniczne są również > 0, więc y' pozostaje 
w całym przedziale wartości z-ów od 0 do 1 wielkością dodatnią; 
yY = x — a” stanowi funkcję rosnącą od —a (przy z = 0) do 1—a* (przy 
æ= 1), a więc przechodzi przez 0 tylko jeden raz. 

Równanie: 

c—a =0 
ma w tych warunkach tylko jeden pierwiastek. 
daje: 
| loga = 0, a=1; 1—alog'a= l; 
lub: loga==—2 . 
a==e-? przy tej wartości a: 
y'(0) = 1 — że”? 
więc: y'(0) >0. 
przy a=0: 


lim a log?a =0 


a=0 


lim (1—alog'a) = 1. 
a=0 
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Gdy a= gm 
Y min =(0. 


Odpowiednia wartość « (ta sama przy której y'=0) jest dana 
przez: 


© 1 
af =g q* =— 
loga 
a=e€e*; loga =— 6; 
więc 
L= LES „Ak: WA 
ody” € , 
e~e? — e~! ; 
= esi, 
1 
qE , 
£ 
stąd: x =a . 


Przy a= e~ funkcja y =% —a% równa się 0, gdy s=, i jed- 


7 


Fig. 1. 


nocześnie równają się zeru jej pierwsza i. druga pochodna. Postać krzy- 
wej w tym wypadku wyobraża fig. 1: krzywa, oznaczona I, odpowiada 
a=e*,|Il zaś — ae". 
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Rozpatrzmy teraz y=r—a jako funkcję zmiennej a: 


dy 8(—- ETT s w o(a” loga) e 
da ða T 0a św 
— — a” (xa. loga +5 =— a” ar [xloga +1] . 
Weźmy: 
Ssg 
A= z == g= , 
wtedy: 


Ponieważ to zachodzi dla każdego a<e”", więc możemy wno- 
sić, że y, rozpatrywana jako funkcja a (przy ="), jest funkcją ro- 
snącą (aż do wartości a=e-*; później, jak można się łatwo przekonać, 
Po, funkcja maleje). Przeto, przy jakimkolwiek a < e™ i s=} 

y(a, w) <y(e*, 2), 


| 1 
czyli: y(a, —-)< 0; 


a Że! y(a, 1) =1 — at jest >, 


z . . Tz SES 3 , : 
przeto równanie y=0 czyli w —a” =0 maz pewnością jeden pierwia- 


i! ż z ; A 
stek EG (odpowiadający punktowi M na fig. 1). 
Dowiedźmy teraz, że mając ten jeden pierwiastek, równanie po- 
siada jeszcze 2 inne. Oznaczmy ten pierwiastek przez x;. 


1 
w, „= 


e , 


1 
MIR G.; 
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żę; OLR *, 
A ki 
więc: a'<(e"*)*', 
r 1 
e A 
ga, Zet, 
LAF 
zda kj 
kładziemy: 
1 
a”s=f, [2 X —— : 
Wiemy że: 
a”: 
Ty =a , 
stąd: 


T3 
atı = af `= Va Se Ola , 
a”: = logat] 


T 


æ, stanowi również pierwiastek równania z—a* = 0. Gdyby więcej 
pierwiastków nie było, to jeden z 2-ch (z, lub «;) musiałby stanowić 
jednocześnie (p. wyżej) pierwiastek równania x =a", np. £. 

Wtedy: 


Ly = 4 = £], 


A 1 
podczas kiedy wiemy, że L>- > ty, Do tego samego doprowadza 
przypuszczenie, iż z, jest pierwiastkiem 1—a”=0. A więc pierwia- 
stek z —a* =0, będący jednocześnie pierwiastkiem æ — a” = 0, nie jest 
równy ani z,, ani z,, i stanowi 3-ci pierwiastek «,, który, jak się prze- 
konamy później, odpowiada warunkom: 


Wą >> lą >.0, . ARE 
c. b. d. d. 


Teraz znajdziemy: . 
B. Przya<1 wszystkie równanie typu: 
a?n+Dzr — p 
mają jeden iten sam pierwiastek, równy pierwiastko- 
wi równania [1] 
k L=. 
Sprawdzamy, że przy a< 1, 
gdy: Li > Dz, 
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a <a”: |a? — funkcja malejąca]; 


stąd: 
1 Ta å Ą : 
at: >a [a* — funkcja rosnąca]; 
dalej: 
di q?z a? 
a <a”  [a” —-funkcja malejąca], 
i t: d. 
PACEA > a(2M)T2 
stąd 
2n)T, Qn) 
ga n)a <a! n)a 
czyli 
artu < a(20--1)72 a 
a że an > am przy n=l 


więc drogą indukcji zupełnej dochodzimy, iż wszystkie funkcje typu: 
atwrDe <grzy d< 1 
%>0 
są funkcjami malejącemi, a że funkcja ż =z jest funkcją rosnącą, 


więc 2 krzywe: 
y <= ar 


y=" 
mogą się spotkać tylko w jednym punkcie. Równanie g > a(mtDe = 0 
ma tylko jeden pierwiastek, który musi być jednocześnie pierwiastkiem 


równ. 
ji]  0ZE 


(ponieważ wiemy, iż pierwiastek [1] czyni zadość wszelkiemu równaniu 


B= az) . 


c, b. d. d. 
C. Wszystkie równaniatypu 
x = q2 
mają ten sam pierwiastek (przy a>e'') lub te same 3 
pierwiastki (przy a<e"), co równanie 


(uj 
g==a* . 


Istotnie, przypuśćmy, że pierwiastek równania z =a0%* równa się 
Zn Zobaczymy, iż z, musi być pierwiastkiem 
a 
q==qf , 
Przypuśćmy: 


Ln En | 
a” >a,  |a* <a, dałoby podobne wyniki); 
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a 


4 
wtedy, ponieważ funkcja a” jest funkcją rosnącą, 


~= a a, 
a n 
a% — a > dn 


AZ x (2r—2)£n A A 


czyli że æn nie byłoby pierwiastkiem 


x = ale , 


I. Rozpatrzmy teraz ciąg liczbowy następujący: 
a 
„a 


[3] SRS „aaa: (n razy)... 
oznaczmy 


a” (n razy) przez: 
am 


przy a>l ciąg ten będzie ciągiem rosnącym: 
Ed, 


gł STF 
Czy posiada, i w jakim wypadku, granicę czy też wyrazy jego 
wzrastają nieograniczenie? Dowiedźmy: 
m. PEŁY 


1 
rL e 
ciąg [3] posiada granicę, równą mniejszemu pierwiast- 
kowi równania [1]: c=a, (a wiec i [2]: z=a»*), 
Istotnie, jeżeli ©, jest mniejszym pierwiastkiem równania [1], to 
æ; = I daje: 


a”: >a 

czyli: 
%ę>a (ponieważ 2,=a":); 

stąd: 

q”: > a” š 
czyli: - 

Tą > A* 
i. d. 
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Zwykły mechanizm indukcji zupełnej da nam: 
La > a" 

przy n jakimkolwiek. 

Przeto ciąg [3], jako rosnący, którego wyrazy pozostają < ©,, ma 
granicę < £ 

Porównajmy teraz z i a”. 

Przy g=] Wa > 

Przyc>1l at= g 
tylko przy 2-ch wartościach «: z, Ke, 14 >ej stąd wnosimy, że krzywa 
y= a jest do krzywej: y=% w stosunku, przedstawionym na fig. 2-ej 
(ponieważ innych pierwiastków prócz 2, i 24 *), równanie «w =a* nie po- 
siada). 


2 


Fig. 2. 


Przypuśćmy teraz: 
um. A S M; 


wtedy (p. rysunek): 
a%* > B 
a ponieważ a >1 
log.(a”e) > logaty 
czyli 
© > logat", 


*) P, rozwiązania zadań w zeszycie 3-im „Wektora*. 
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więc można znaleźć takie n,, iż dla nœ n; (ponieważ 2,=lim a) 


n= 
logacę < a ; 
ale wtedy: 
a» 
, 


log, £ 
a Ie o< a 
czyli: 
q9 < ar) 3 
co przeczy założeniu, bo «x jest większe od wszelkiego a», 


Przeto um a= z; 
aiii c. b. d. d. 


1 


Gdy a=e*, 


Li = Ly =€, 
wtedy: 
lim a0) =e. 
n==0 


Rozpatrzmy teraz ciąg [3] przy a< 1. 
Mamy wtedy: 


a<l 


a” >a (ponieważ gdy liczbę < 1 pod- 
nosimy do potęgi < 1, to ją przez.to powiększamy); 
stąd: 


a 
a” <a” (bo im większy w tym wypad- 
ku wykładnik, tym mniejsza potęga) 
a 
29? A 23 
kd 
Ciąg tedy nieskończony [3[ nie jest ani rosnący, ani malejący — 
sprawdzimy zaraz, iż można go podzielić na 2 ciągi: jeden rosnący, 
drugi malejący. 


Mamy: 
stąd: 
a 

a” >a, 

i dalej: 
a 
- a 
a? Z at , 
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następnie: 
a” A 
a” p a” 
1 tna; 
Ogólnie, gdy an+) > q) | 
to: 
2n--1 2n—1 
at z ae” > 
czyli: 
an+2) L a , 
i dalej: 


a(2n+3) > arD , 
a że mamy: 

an+) > gln—1) przy n=], 
więc ogólnie: 


a? 


a” z” (2n --1) 
aa © <<. „ne = 
a 


a 
owa S T 


Otrzymujemy 2 ciągi nieskończone: 


a 
[3a] a,a” ..., amd, , 


a 


[3b] BW ci 


E pea: 


pierwszy jest c. rosnącym, 2-gi malejącym. 
Każdy wyraz ciągu [3a] jest mniejszy od 2-ch odpowiednich wy- 
razów ciągu [3b]: 
a(20 > aÊr+!) ; 


a(2n+2) > an+) , 

i odwrotnie, każdy wyraz ciągu [3b] jest większy od 2-ch odpowied- 
nich wyrazów ciągu [3a[: 

ah > anD , 

a(20) > gł2n—1) , 
jakeśmy zauważyli z początku. Stąd wnioskujemy: 

[m i nm — dowolne. m< n]. 
atm) > gf2n) , 


al(20) >> ar) ; 
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więc: am) > an+!) , 

Powtarzając podobne dowodzenie przy m>n, otrzymujemy, iż 
ogólnie: 

Każdy wyraz ciągu [3a] jest mniejszy od każdego 
wyrazu ciągu [3b]. 

Stąd wynika, iż oba ciągi mają granice skończone: æ, [3a] i ©, [3b] 
i że ŚŚ TA 

Wróćmy do równania: 
[1] z=a%; wiemy, że przy 0<a<1 pierwiastek równania czyni za- 
dość warunkom: 


G< RL. 
c<l1 daje: 
a” >a czyli: «>a (bo 1=a*); 
stąd: 
a: Ka” czyli: z < af; 
stąd: EZ ga” GZYĘ B> a” ! 
i ogólnie pierwiastek równania [1] odpowiada warunkom: 
RAM, 
a < at), 
Tego samego dowiedziemy o każdym pierwiastku równania: 
c=a* . 
Ponieważ: BZ: 


z 1 : 
aa czyli s< a”; 


stąd: 
a a 
a a \ a 
a <a” czyliz <a” 
i ogólnie: 
aa”: 
ponieważ z>0: 
© 0 i 
a” >a” czyli t>a, 
a | e; 
; ad >> 07 śzyiicza 1 Kod: 
i ogólnie: 82 arie, 
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. P . . r fa z . T . 
Z tego wynika, że pierwiastków obu równań: c=a” i c=a” , a więc 
i wszystkich równań typu: 
g=amr 


szukać należy w przedziale («,x;) t. j. śród wartości », spełniających 
warunek: 
I KTKI3: 
Dowiedziemy ponadto: 
B. Granice ciągów: 2, i z, stanowią pierwiastki 
równania 
qa? 
wadom 
1) Zauważmy przedewszystkim, iż każda liczba z, należąca do 
przedziału (xx) daje również a”, należące do tegoż przedziału: 


Istotnie z To > a=) 
wynika: a < a); 
Z aÈ a ar) 
wynika: at > ar) , 
2) Zbadajmy a” '— dowiedźmy, że: 
a 
a =% 


Przypuszczenie: a%™ < x, musimy odrzucić, bo na zasadzie poprzed- 
niej uwagi a%™ należy do przedziału («,x;) (a”: należy do tego przedzia- 
łu, więc i at), więc nie może być < x,, ponieważ z, jest najmniej- 
szą liczbą w tym przedziale. 

Przypuszczenie: 


a" > ag, daje: 
log, |loga (a )] > loga [logat] , 


©, > loga(logac,) . 
Ale loga(logax;) należy również do przedziału (x,z,), co łatwo stwier- 
dzić za pomocą dowodzenia, podobnego zupełnie*) do użytego w uwa- 


J } ©, X aeo daje: 
loga [logada ] < a; czyli: Wy 48 a(2n—2) 
daje: è loga [loga (a )] pess a(2n—1); Ty => a) 


c, b. d. d, 
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dze 1), więc otrzymujemy znowu tę samą niezgodność z założe- 
niem. 


Pozostaje: 
T, 
A R 


W sposób zupełnie podobny, uchylając przypuszczenia: 
iar 
gt” Ty, 


(więc: logu [logad )| < logu(loguac.) FYd) 
otrzymujemy: 
a” =g,. 
c. b. d. d. 

Uważając, że pierwiastek równania [I] z=a* znajduje się również 
w przedziale (x,2,) i uwzględniając wyniki, podane w części I twierdz. 
A, otrzymujemy następujące wnioski. 

C. Przy 1>a>e oba ciągi nieskończone: 


a 
[3a] BK GREC |--a e 


F E) 
13b] (ZR ZAK a NT 


posiadają granicę wspólną równą jedynemu pierwiast- 
kowi wszystkich równań typu: 


g=am0z 
czyli: 


a 
Ta 
(a powtórzone w ten sposób n razy). 
. > : EE 
Granica owa, zależna od a, przy a=, równa się: F 
BD, Przy; 6% = a>0 


granica z, ciągu [3a] jest mniejsza od granicy z, ciągu 
[3b], zarówno z, jak z; stanowią pierwiastki równania: 
1=6- 
Wektor z. 5, 1911 . 3 
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iogólnie równań typu: 
c=am ; 
pomiędzy temi dwiema wartościami znajduje się trze- 
cia x,, stanowiąca jedyny pierwiastek równania z=a* 
iwogóle równań typu: 

g= an+ , 
a trzeci pierwiastek równań typu: 

gy—=aqa , 
Tadeusz Łazowski. 
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